I. Sportszerek a levegGben.
Mitdl fiigg a palya alakja?

I.1. Ami a ferde hajitasrdl esziinkbe jut

Pusztdn a nehézségi erd hatisara a testek kezd@sebességiiktsl fiiggSen egyenes vagy pa-
rabolapalydn mozognénak. Ez a hajitasi parabola a kiilonbsz8 dobészamok (sily, gerely,
diszkosz, kalapacs), illetve a labdajatékok (futball, tenisz, pingpong stb.) esetén a sport-
szer mozgéasi palydjanak legegyszeriibb kozelitése, de ugyanezzel kozelithetjiik a kiillsnboz6
ugrasok soran a leveg@ben repiild sportolé silypontjanak mozgasat is.

Mennyire eltér6ek azonban a val6sdgban ezek a palyak! A sportszerek mozgéasat a nehéz-
ségi erd mellett els kozelitésben elhanyagolt egyéb hatasok erdsen befolyasoljak, s a valédi
mozgasban az eredeti hajitasi parabola szinte fel sem ismerhetd. igy példaul, ha arra az
igen természetes kérdésre keresiink valaszt, hogy egy sporteszkozt (kalapacsot, diszkoszt,
stlygoly6t) hogyan kell elinditani ahhoz, hogy adott kezd&sebesség mellett a legmesszebbre
repiiljon, akkor azonnal rdjohetiink arra, hogy pusztan a ferde hajitas térvényeinek alkal-
mazésa mit sem ér.

A kovetkez8kben néhany sporteszkéz mozgasat elemezve megmutatjuk, hogy az adott
sportdg esetén melyek azok a legfontosabb hatdsok, amelyek a nehézségi erd mellett a
sportszer palyajat megszabjak. :

I.1.1. A silylokés

A hajitasoknak az iskoldbdl ismert elméleti leirdsa a silylokésben felel meg leginkabb a
kisérleti tapasztalatoknak. A viszonylag kis kiterjedésii, nehéz silygolyé (7,25 kg) a tobbi
szerhez képest csak kis sebességgel indithaté el, ezért mozgasat a légellenéllas csak csekély
mértékben médositja. (A légellenéllas hatésa pl. a hossza gerely és a lapos diszkosz esetén
mar korantsem hanyagolhaté el.)

A siilygoly6 mozgasat a kilokés magassaga, szoge és kezdGsebessége egyértelmiien meg-
szabja. Nyilvanval6, hogy ha noveljiik a hajitas sebességét, novekszik a dobas tavolsaga is;
elsGsorban tehat a kilokés magassaganak és szogének szerepét kell tisztazni. A ferde hajitas-
ra vonatkozé osszefliggésekbdl egyszertien ad6dik, hogy a talajszintrdl azonos nagysagi v
sebességgel elhajitott testek koziil a 45°-ban elengedett repiil a legmesszebbre. A silyloksk
azonban a talajszintnél magasabbrél hajitjdk el a golyét. Vajon mi az optimaélis hajitasi
szog ebben az esetben? ’

I.1.1.1. A silylokés optimalis szoge

Fogalmazzuk meg a feladatot a szokdsos formaban:

Milyen szog alatt kell elhajitanunk A magassdgbél adott vy sebességgel egy testet ahhoz,
hogy a hajitas tavolsdga vizszintes sikon a legnagyobb legyen? :

Ez a feladat, bar matematikailag kissé bonyolult, egzakt médon megoldhaté. Irjuk fel
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a ferde hajitas fiiggdleges és vizszintes Osszetevdjére vonatkoz6 egyenleteket az 1.1.1. dbra
jeloléseivel:

- X -

1.1.1. &bra.

—h = tvgsina — %t2 (I.1.1)

z = tvg cos . (I:1:2)

Fejezziik ki a masodik egyenletbs] az idét, és helyettesitsiik az elsébe! Atrendezés utan
azt kapjuk, hogy

g

e —h=0. 1
2v§coszaz ztga —h =0 (I.1.3)

Fejezziik ki ebbsl az egyenletbdl z-et:

v2

A 0wy 2 2v3cos?a - h
r= —sinacosa -+ —5 SIn” a cos o+ ——-.
g g

9

Alakitsuk 4t a kapott osszefiiggést a k2 = @2’1 jelolés bevezetésével az
Yo

2

z = v_g [cosa -sina + cos aV/sin? a + k2 ] (I.1.4)
g

formara, és a szélsGérték meghatarozasa céljabél derivaljuk az o szég szerint. Azt kapjuk,
hogy

de’ w3 S 5 : ST sina - cos?
— = — |—sin® a + cos” & — sin@V/sin a+k2+———-——]. (I1.1.5)
da g [ Vsin? a + k2
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A maximumbhelyen a derivalt zérus, igy %:af = 0-bél a cos? a —sin? o = cos 2 sszefiiggés

felhaszndlasaval és atrendezéssel a

cos2aVk? +sin? a = k?sina — sin « - cos 2a

egyenlethez jutunk. Négyzetre emelve az egyenletet azt kapjuk, hogy

2

k? cos? 2a + cos? 2asin? a = k*sin? a — 2k?sin? a cos 2a + sin? a cos? 2a,

amibél a

cos? 2a + 2sin? arcos 2a = k% sin? a
és a

2

cos® a — sin?

a = cos 2«

osszefiiggéssel a

cos 2a(cos? a — sin® & + 2sin? @) = k?sin’ o,
azaz a

2

cos? a — sin?

a=k%sin’a

2

egyenlethez jutunk. Ha sin® a-val végigosztunk, a maximalis hajitasi tavolsagot adé szégre

a

ctg’a =1+ k2 (1.1.6)
eredmény adédik. Felhasznalva az
1 sin? o + cos? &
R P ) =1+Ctg20,
sin® a sin” «
valamint a
4 cos’ ctg’a

cos’a = - =
cos?2a+sina 1+ ctglo

azonossagot, (1.1.6)-bél a

sina = —— (I.1.7)

és a

cosax =

(1.1.8)

[ ]
-+
b
]

13



osszefiiggés adédik. Az (I.1.7) és az (1.1.8) eredményeket az (I.1.4) sszefiiggésbe behelyet-
tesitve a maximalis hajitasi tavolsigra az

%
Zmas = %"\/1 + k2 (1.1.9)

: ! 2gh
eredményt kapjuk. Visszahelyettesitve a k2 = —gz— értéket:
Vo

Friasis ’;7° v2 + 2gh. (1.1.10)

Bar a kapott eredmények egyszeriiek, a szamitis viszonylag hosszadalmas.

A maximalis tdvolsagi hajitas szogének kozelit6 meghatarozasit egyszertibben is elvé-
gezhetjiik szamit6gép segitségével. Az aldbbi egyszerii programmal kiilonb6z8 magassagbél
és kiilonboz6 kezd8sebességgel inditott testek hajitasi tavolsagat irathatjuk ki a 37°-45°
hatarok kozott tetszdleges Aa®-os lépésekben.

/* Turbo Pascal program maximélis tadvolsdgd hajitds */
/* szégének kozelitd meghatarozésira */

var h, vO, a: real; /* magassadg, kezd8sebesség, 16péskdz */
k, x, it real; /* segédvaltozé, végeredmény, ciklusvéltozd */

begin
/* A magassag, a kezd8sebesség és a 16péskdz bekérdezése */
write('Magassag (m), h="); readln(h);
write(’Kezd8sebesség (m/s), v0=’); readln(v0);
write(’Lépéskdz (fok), a="'); readln(a);

1:=37;
repeat X
k:=(2%9.81%h)/sqr(v0); /* 8qr(x): x négyzete %/
/* sqrt(x): x négyzetgyske */

x:=(sqr(v0)/9.81)*(cos(i*pi/180)*sin(i*pi/180)

+cos(i*pi/180)*sqrt(sqr(sin(i*pi/180))+sqr(k)));
writeln(x:11:5);
i:=i+a

until i>45

end.

A kapott értékek alapjan egyszeriien megallapithatjuk, hogy az adott vy és h értékek mel-

lett milyen szognél lesz a hajitasi tdvolsdg maximalis. Természetesen a program egyszeriien
bévithetd Ggy, hogy a hajitasi palya is a képernyére keriiljon.
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1.1.2. J6 kozelités-e a ferde hajitas?

Vizsgéljuk meg most azt, hogy a fentiekben koz6lt szamitasoknak mi a valésagtartalmuk.
Az 1.1.1. tabldzatban az osszehasonlitas kedvéért a 10-15 m/s-os és 1,7; 2; 2,2 m magasbél
torténd kilokés esetén megadjuk a szamitasok szerinti optimalis, a 42°-o0s és a 45°-os hajitasi
szogben elhajitott testek hajitasi tavolsagat.

A téblazat mutatja, hogy a legcélszeriibb hajitasi szog a silygolyé kilokési magassaga-
nak és kezddsebességének fiiggvényében csak csekély mértékben véltozik. Az is jol latszik,
hogy a legkedvez&bbt&] (42°-o0s hajitas) valé kis eltérések a dobas hosszat csak 1-2 cm-rel
roviditik meg. Ezért a vizsgalt sebesség- és kilokési magassdgtartomanyban hajitasi szog-
ként a 42°-o0s szog gyakorlatilag egységesen elfogadhaté. Az eredmények még 45°-os kilokés
esetén is csak mintegy 10 cm-t romlanak. A tdblazat azt is mutatja, hogy a magasabb
silylok&k elényben vannak: azonos kezd&sebesség és a lehet§ legjobban sikeriilt dobas ese-
tén eredményiik majdnem annyival jobb alacsonyabb vetélytarsukénal, ahany centiméterrel
magasabbrél tudjik ellskni a silygolyét.

h=1,7m : h=2m h=22m

s

10 40,9 11,77 11,76 11,68 40,3 12,02 12,01 11,91 39,9 12,20 12,17 12,05
11 41,5 13,93 13,93 13,84 41,0 14,19 14,19 14,09 40,6 14,37 14,35 14,24
12 42,0 16,29 16,22 16,22 41,6 16,56 16,57 16,46 41,3 16,73 16,73 16,62
13 42,4 18,85 18,85 18,79 42,0 19,12 19,12 19,04 41,7 19,30 18,30 19,20
14 42,8 21,61 21,61 21,56 42,4 21,89 21,89 21,81 42,2 22,07 22,07 21,98
15 43,0 24,57 24,56 24,53 42,7 - 24,86 21,85 24,79 42,5 25,04 25,04 24,96

I.1.1. tablazat

v(Z) opt Xmas Xazoe Xase  opt Xmar Xaze Xaso  opt Xmar X4ze Xase

Szamitasaink a kisérleti tapasztalatokkal igen j6l megegyeznek. O’Brien amerikai sily-
loké 1958 augusztusidban 18,41 m-es eredménnyel vildgestcsot ért el. A dobéasrél késziilt
filmfelvételrsl Balog Lajos meghatéarozta, hogy az amerikai sportolé a silygolyét 2,2 m
magasbél 12,6 m/s sebességgel inditotta. Megallapitotta tovabba, hogy a kilokés a dobékor
szélénél 14 cm-rel kijjebb tortént, azaz a lokés valésdgos tavolsaga csak 18,27 m volt. Ezekkel
az adatokkal elméletileg a legnagyobb hajitasi tavolsagra 18,25 m adédik, ami az adott mé-
rési pontossagot figyelembe véve kitiinSen egyezik a val6saggal. Az eredmény azt is mutatja,
hogy a vilagesiics alkalmaval O’Brien a legcélszertibb kilokési szoget is nagyon ,eltaldlta”.
(Az elmélet szerint ez 41,56°, mig a filmr&l 41,66°-ot olvastak le.) Mindebbdl lathatjuk,
hogy a siilylokésben a silygolyénak a levegében valé mozgésa valéban tokéletesen leirhaté
a ,hajitasok fizikdjaval”. Mivel a silygolyé inditdsa is szinte a lehetd legjobban hajthaté
végre, az O’Brien vildgcsticsa 6ta végbement ériasi fejlodés elsGsorban abbél adédott, hogy
névekedett az elhajitas sebessége. (1991-ben a vildgestcsot Timmermann tartotta 23,06
m-rel.) Az igazan nagy problémét ezzel kapcsolatban az jelenti, hogy a siilylok&k a legjobb
kilokési szognél laposabb szog esetén képesek a legnagyobb sebességgel kilokni a golyét.
Az optimalis megoldés elméleti meghatarozasakor tehat a kilokés sebességét és magassagat
sem tekinthetjiik fiiggetlennek a kilokés szogétsl.

Mi az oka ennek? A siilylokésrél készitett filmfelvételek alapjan viszonylag konnyen meg-
hatarozhaté a golyé kilokésének magassiga és a goly6 sebessége. Kordntsem igaz azonban,
hogy ezek az adatok jellemz&k magéara az atlétara. Ha a kilokés folyamatat is vizsgaljuk,
akkor az atlétara jellemz& adatnak az egy dobas sordn végzett osszes munkat (W), vagy
még inkdbb a dobasban kifejtett teljesitményt (P) tekinthetjiik. A kilokés magassagat a
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dobé vallmagassagabdl (ho) és karjanak hosszlisagabél (1) szamithatjuk ki. Az 1.1.2. dbra
jeloléseit felhasznalva a golyé6 kilkésének sebessége adott o szog mellett a munkatételbsl
szamithat6 ki.

Eszerint a silyloké altal a silygolyén végzett W munka

1
W= Emvg + mg(hy + Isina)
a helyzeti és mozgasi energia megnovelésére forditédik. Az dsszefiiggésbél

S \/2[W—mg(h1 + Isina)

m

(1.1.11)

adédik, ami azt mutatja, hogy laposabb szog esetén a kilokés sebessége nagyobb lehet.
Ugyanakkor a szog csokkenésével a

h=hy+Isina
hajitasi magassag is kissé csokken.

1.1.2. dbra

Mindazonaltal elképzelhetd, hogy kissé laposabb szégii hajitas mellett nagyobb dobés ér-
hetd el. Ezek a feltételezések azonban kisérletileg nehezen vizsgalhaték, hiszen a dobéatléta
altal a dobas soran végzett munka nehezen mérhetd.
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I.2. A labda palyaja

A siilygolyé pélyajanak az iskolai fizikaval szinte tokéletesen kovethets lefrasa utan foglal-
kozzunk most egy nehezebb problémaval, a labda fizikajaval.

Mikézben dobjuk, rigjuk, iitjiikk a labdat, nemigen gondolunk arra, hogy a sikeres jaték
feltétele a megfeleld alkalmazkodés a labda mozgéasat megszabé alapvetd fizikai torvények-
hez! .

Mekkora sebességgel repiilhet egy labda, milyen alaki a réppalya, mekkora eré hat
a fejeld jatékosra, hogyan lehet szogletbél érintés nélkiil gélt szerezni? Ilyen és hasonlé
kérdések gyakran felmeriilnek a labdajatékokkal kapcsolatban. A kovetkez6kben néhany
egyszeri, a labdajatékokkal kapcsolatos jelenség fizikai magyarazataval foglalkozunk.

I.2.1. Mekkora sebességgel repiilhet a labda?

Becsiiljiikk meg el@szor azt, hogy milyen sebességel repiilhet egy jé erésen megrigott futball-
labda! Kirtagaskor az 6tosre letett labdat a hatvéd vagy a kapus rendszerint a félpalyan tilra
juttatja. A labda ivelt palydja, ha nem lenne légellenallds, éppen a mar részletesen targyalt
hajitasi parabola lenne. Adott sebesség mellett a maximalis hajitasi tavolsag a=45° inditas
esetén adédik és értéke.

s (1.2.1)
max g‘ i

Tegyiik fel, hogy a kapus altal kirdgott labda ezen az optimaélis palyan a felez6vona-
lig (kb. 60 m) jut el. Az (1.2.1.) osszefiiggést felhasznalva a labda kezd&sebessége kb. 30
m/s (30 m/s = 108 km/6) nagysaginak adédik. Durva becslésiink szerint tehat a kirtgott
labda sebessége megkozeliti az autépalyan megengedett maximalis sebességet. Mivel a lég-
ellenallas a labdat erdsen fékezi, biztosak lehetiink abban, hogy felezévonalig rigott labda
kezdGsebessége ezt az értéket jéval meghaladja. Ha tehat pontosabb becsléseket akarunk
adni, akkor a kozegellenallas torvényeivel kell foglalkoznunk.

Ez a téma tobbnyire nem szerepel a kozépiskolai tananyagban, s mint latni fogjuk,
altalaban csak kozelitoleg, tapasztalati torvényekre tamaszkodva targyalhaté.

1.2.2. A kozegellenallas hatasa a labdajatékokban

Kis sebességgel mozgé kisméretii gomb esetén a kozeg mozgast akadélyozé hatdsat a Stokes-
féle torvény irja le. Az F kozegellenallasi erd egyenesen ardnyos a mozgas v sebessé-
gével, a gomb r sugaraval és a kozeg n viszkozitasi tényez&jével. A Stokes-féle kozegel-
lenéllasi térvény szerint

F = 6mnro. ; (1.2.2)

A torvény akkor is érvényes, ha a gombot v sebességgel dramlé kozegben nyugalomban
tartjuk, azaz v tulajdonképpen a kozeg és a test relativ sebességét jelenti.
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A kis sebességii aramldsokban a kizeg szabélyosan, orvényképzédés nélkiil mozog (lami-
naris aramlas). Az ellenéllas ilyen esetben az dramlé kozeg belss stirlédasabél szarmazik.
Ebben az esetben ugyanis az aramlé kozegbe helyezett test feliiletén a kozeg és a test
pontjainak relativ sebessége zérus, és a sebesség a testtdl tavolodva fokozatosan a nyilt
aramlasi térben mért értékig emelkedik. A szomszédos folyadékrétegek kozotti sebesség-
kiillonbség miatt nyiréer6k ébrednek, s a testre haté kozegellenallasi eré tulajdonképpen
ennek a kovetkezménye. A gomb sugarat vagy sebességét névelve a Stokes-torvény (1.2.2.)
érvényét veszti, a kozegellenéllas rohamosan nd. A kozegellendllas véltozasat az okozza,
hogy nagyobb sebességeknél az aramlas mar nem laminéris, a gémb moégétt érvények kép-
z8dnek. A kozegellenallasi erd felléptét ekkor durvan azzal indokolhatjuk, hogy az érvények
nagy forgasi energidjanak fedezésére munkat kell végezni. Az 6rvények kinetikus energidja
a test mozgasa soran megmozgatott tomeggel és a test sebességének négyzetével vehetd
aranyosnak. Egy v sebességgel mozgé gomb At id§ alatt kozelit&leg

m =~ pAv - At (1.2.3)

tomegii anyagot mozgat meg, ahol a p a kézeg siiriiségét, A a gomb homlokfeliiletét (8-
korének teriiletét) (A = r’m) jeloli. A mozgatas sordn végzett W = FvAt munka a kozeg
mozgasi energidjava alakul, majd disszipal6dik. Tegyiik fel, hogy a megmozgatott m témegii
anyag v* sebessége ardnyos a mozgé gomb v sebességével.

Ezek alapjan tehat

FvAt —c;mv = EAgv At - v? (1.2.4)

A kozeg mozgatasabél ad6dé kozegellenallds-jarulék

F= gAgv2 = 0,225morv?. (1.2.5)

A c ardnyossagi tényezd az tGn.  kozegellendllasi tényezd”, értéke gomb esetén ¢ =0,45.
Altaldnos esetben a kozegellenallast a kozeg belsd sirlédasa révén adédé (1.2.3.) ossze-
fiiggés és a kozeg felgyorsitasabol ad6dé ellendllas (I1.2.5) kifejezése egyiitt hatdrozza meg:

F = 6morv + gwgr2v2. (1.2.6)

Az (1.2.6) kifejezés els§ tagjaban az r sugéar és a v sebesség az els6 hatvanyon szerepel,
a masodik tag azonban mind 7-t61, mind v-t8]1 négyzetesen fiigg. Kis sebességek és kis
atmérdjli gomb esetén a masodik tag elhanyagolhat6. Nagy sebességek és sugér esetén a
masodik tag valik meghatarozéva, mig a Stokes-térvény elhagyhaté. A labda mozgasat
vizsgélva ez utébbi kozelitést alkalmazhatjuk.

A kozegellenallas fiiggését a mozgas sebességétsl és a mozgé test nagysagatél szemlele-
tesen magyarazhatjuk a kozegben kialakulé aramlési viszonyok alapjan is. Kis méreti, kis
sebességii gomb esetén a mozgé test kornyezetében laminaris dramlés alakul ki. A mozgé
testt6l tavolodva a kozeg egyes rétegei egyre kisebb sebességgel kovetik a mozgast. Az azo-
nos sebességii rétegek elhelyezkedését az 1.2.1. dbran bemutatott dramlasi kép szemlélteti.
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Nagy sebesség esetén a mozgé test mogott a kozeg drvényes, bonyolult mozgast végez —
az dramlds turbulenssé valik (I.2.2. 4bra). Ez akkor kovetkezik be, ha az dramlast jellemz&

dimenzié nélkiili paraméter, az Gn. Reynolds-féle szam (R, = ﬂ) értéke meghaladja az
U

Rexr = 1200 kritikus értéket. A Reynolds-szam j6 kozelitéssel meghatarozhaté az (1.2.6)
formula két tagjanak hanyadosaként.

.
r o8

—5.__—’—\___’—

—_—  ——— f\"‘
M e ———
1.2.1. abra 1.2.2. dbra

A kovetkez6kben mennyiségileg is megvizsgaljuk, hogy hogyan fékezi a labda mozgéasat
a kozegellenallas.

1.2.2.1. Vizszintesen mozgé6 labda

A legegyszeriibb esetben a labda vizszintes irdnyban mozog, és csak a kozegellenallas
fékezi. (Ez az erss feltételezés a valésadgban sohasem teljesiil, egyszerii matematikai tar-
gyaldsa azonban érdekes eredményekre vezet.) A p siirtiség(i kozegben mozgé m témeg, r
sugart gomb mozgasegyenlete

mj—;) = —0,2250r’ 0. (1.2.7)

0,2250r%T
m

Vezessiik be a k = egyszer(isit§ jelolést. (A k paraméter értéke a kozeget és

a mozgo testet egyiitt jellemzi.) A

dv 9
E’ —kv
mozgasegyenletet integrélva:
v t
—lz—dv = —k / dt,
v
Vo 0
illetve ebbdl
l — i =kt
v Vo
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adédik, ahonnan a mozgé test pillanatnyi sebessége ¢ id§ elteltével a

Vo
= — c 1:2:
& 1+ kvot ( 8)
alakban fejezhetd ki. A test ¢ id& alatt megtett z titja
z—/vdt_/—1+kvotdt
1
z=g In(1 + kwot) (1.2.9)

A test altal megtett it tehat logaritmikusan né az idé fiiggvényében. Az (1.2.8) és (1.2.9)
osszefiiggések felhasznédlasaval adédik, hogy a mozgé test sebessége a

v = voe *®

fiiggvény szerint exponencidlisan csokken a tavolsag fiiggvényében.
3 1
A mozgasra jellemzd az z* = ' tavolsig, amelynek megtétele sordn a test sebessége e-ed

részére csokken, ahol z* értéke fiiggetlen a test kezdGsebességétsl.

Eredményiinket felhasznédlva érdemes kiszamitani, hogy a kiilonb6z6 labdajatékok esetén
hogyan csokken a labda sebessége a jatéktér atrepiilése soran. Az alabbi tablazatban az
asztalitenisz, a tenisz, a futball és a golf adatait tiintettiik fel.

a labda a labda a jatéktér
labdajaték tomege (kg) sugara (m) k hossza, L (m) z* " g
asztalitenisz  0,0025 0,019 0,13 2,74 8 07
tenisz 0,058 0,033 0,018 24 58 0,7
futball 0,45 0,11 0,025 120 40 0,05
golf 0,045 0,022 0,0082 = 120 3

1.2.1. tablazat

A fenti médon szamitott és a tablazatban kozolt értékek a pingpong és a tenisz eseté-
ben j6l megegyeznek a mérésekkel kaphaté tényleges adatokkal, a futball és a golf esetén
azonban lényegesen eltérnek. A mérések szerint a labda sebessége kevésbé csokken, mint
ahogy az a szamitéas alapjan adédik. Az eltérés oka az, hogy szamitasainkban a gémbokre
szélcsatorna-mérések alapjan ad6dé c egyiitthaté értékét a sebességtsl fiiggetlen allandé-
nak (¢ = 0,45) tekintettiik. A viszonylag nagy méretii és gyorsan mozgé futball-, illetve
golflabda esetén c értéke kisebb: ¢ ~ 0,15 (I.2.4. dbra).

\

)
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1.2.2.2. Szabadon esd labda

A szabadon es6 labdéra a nehézségi erd és a kozegellenallasi ers hat. Mozgésegyenlete

m S= mg — g rimy?
o7 g 29 )
azaz

Tpaige kv (I.2.10)

Az (1.2.10) egyenletb&] kivetkezik, hogy az es6 labda csak

D b= (1.2.11)

sebességig gyorsul, ezutdn mar valtozatlan sebességgel folytatja az atjat. Az (I1.2.10) ossze-
fiiggés (1.2.11) felhasznalasaval a ’

dv 2

v
W D

alakra hozhaté. A differencidlegyenlet integralasaval:

dv
2
U / T2 _g/dt

megadhaté a labda pillanatnyi sebessége az 1dé fiiggvényében:

v= uth(‘i—t). ‘ (1.2.12)

Az esés soran megtett Gt az (1.2.12) fiiggvény id8 szerinti integralasaval ad6dik:

2
m:/vdt:u/th(g—t)dt: u—lnch(ﬁ>,
u g u

illetve u = \/% felhasznalasaval

i llnch <g_t) (1.2.13)
k u

Az (1.2.12) bsszefiiggés grafikonja (1.2.3. abra) j6l mutatja azt a tapasztalatbél ismert
tényt, hogy az es6 testek sebessége révidebb—hosszabb id§ elteltével allandéva valik.

21




Az (1.2.12) és (1.2.13) osszefiiggésbsl becslést adhatunk arra, hogy milyen hosszi esés
utan kozeliti meg a szabadon es6 labda a végsebességét. Zsebszamolégép segitségével el-

: g 1
lenérizhetjiik, hogy z* = i tavolsag megtétele utdn a test sebessége kb. 92-93 %-a az u

végsebességnek, igy a keresett tdavolsag j6 kozelitéssel

E.

A k allandé (1.2.10)-b&1 ad6dé

R s ; (1.2 145
T 2m S5
definicigjat felhasznalva, valamint a test
X m = %rawgt tomegét beirva az (1.2.14)
T Osszefiiggésbe, azt kapjuk, hogy
1 i 8 o

: a7 ) gt (1.2.15)

s o Az esé testek siiriisége a levegs siiriisé-
£ ln ChZ WP gének kb. 800-8000-szerese, a c¢ ko-
zegellenéllasi egyiitthaté pedig gémb ese-

, tén 0,15-0,45 kozott valtozik, igy a végse-
o bességet a test

i

x:E:B'IOOUr

aton éri el, ahol 5 < B < 144 a kozegel-

lenéllasi és siirliségviszonyoktdl fiiggben.

e 1
0 z* = — becslése utdn az u = % képlet-

k
1.2.3. dbra b&] meghatéarozhatjuk a végsebességet is.

Erre

u=1000vVB - r

adédik, azaz az es@ test sebessége a stiriiségviszonyoktél fiiggden a

400+/r < u < 1200/7

intervallumba esik (/7 egyiitthatéjanak dimenzigja m=%%s~1).

1.2.2.3. Mitél fiigg a kozegellenallasi tényezd?

Az 1.2.4. 4bra a c kozegellenallasi tényezd valtozasat mutatja a Reynolds-szam fiiggvényé-
ben. A tapasztalati tton felvett dsszefiiggés szerint a Reynolds-szam 100-200 000 kozostti
intervallumaban a kézegellenallasi tényezd j6 kozelitéssel dllando, ¢ = 0,45.
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A labdajatékok esetén az alacsony Reynolds-szamok tartomanya altaldban jelentéktelen.
A viszkozitasi és sebességviszonyok tébbnyire olyanok, hogy a Reynolds-szam az allandé
kozegellenéllasi tényez6hoz tartozé intervallumba esik. Egyes esetekben, pl. a labdartigas és
a golf esetén jelent8s szerepet jatszhat a kozegellenallasi tényez§ hirtelen csokkenése is. A
kovetkezd tablazat azokat a jellegzetes sebességeket mutatja, amelyeknél a kozegellenallasi

tényezd csokkenése elkezdddik. Osszehasonlitdsul megadjuk a 30 m/s sebességhez tartozé
Reynolds-szamot is.

C
A0 f
10}
0.4 4
A0° 04 0* 10° 10" 10° Re

1.2.4. édbra

labdajaték ver(2)  Re(30%)

asztalitenisz 100 70000
tenisz 55 120000
labdarigas 16 429000
golf 80 80000

1.2.2. tablazat

A tablazat j6l mutatja, hogy asztalitenisz és tenisz esetén a kozegellenilldsi tényezd
csokkenésére nem kell szamitanunk. Az er6sen megriigott futball-, illetve a nagy sebesség-
gel szaguldé golflabda repiilési tavolsdgat azonban az ugrasszerii kozegellenéllas-csokkenés
ergsen megnovelheti.

A kozegellenallas csokkenése szemléletesen a kovetkez&képpen magyardzhaté. Nagy se-
bességeknél a test mogotti orvényit erésen elkeskenyedik (1.2.5. abra), ezért az orvények
elszallitotta energia csokken. Az 6rvényitit keskenyedése azért kovetkezik be, mert a nagy
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1.2.5. abra

sebességgel aramloé kozegben a labda feliilete mentén kialakul6 hatarréteg turbulens lesz és
emiatt csak késdbb valik le a labdarél. Az érvényut keskenyedése természetesen csak a c
tényezd értékét befolyasolja, a sebességfiiggés tovabbra is négyzetes marad.

I.2.3. A ferdén repiils labda palyaja és sebessége

A kozegellenallasi erd miatt a labda mozgasegyenletét az elézGekben csak egyszertisits
feltételek mellett oldottuk meg. Ferdén elhajitott (rigott, iitétt) labda altalanos mozgas-
egyenlete a kovetkezd:

i=g— k=, (1.2.16)

ahol r a labda hely-, v pedig sebességvektora. A kozegellenallasi erd iranyat a sebesség
iranyédba mutaté egységvektor szabja meg. Az (1.2.16) egyenletet komponensekre bontva a
mozgasegyenlet az

z = —kfy|z és (I1.2.17)
i=—klvly+g (1.2.18)
egyenletekre bomlik szét. Ez a differencidlegyenlet-rendszer egzakt médon nem oldhaté

meg. Szamitogép segitségével azonban a mozgas péalyagorbéje egyszertien megadhaté. Ez a
mozgasegyenlet szinte iskolapélddjava valt a numerikus megoldas bemutatésanak. Ezért itt
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csak egy egyszer(i algoritmust mutatunk be, és az IBM PC-re Turbo Pascalban irt program
vazlatat kozoljiik.

Jelsljiik egy adott id6pillanatban a labda helykoordinatait x;-vel és y;-vel, sebességének
komponenseit pedig v,-vel és v,,-vel!

Ebben a pillanatban a gyorsulds

ap; = =ky[v2, + 02 vy, és (I.2.19)
ay; = g —k\Jv2, + v, - vy, (1.2.20)

Kozelitsiik a labda mozgasat egy kicsiny 7 id8tartamban egyenletesen gyorsulé moz-
gassal, amelynek gyorsulédsa a fenti dllandé érték. Jeloljiik az igy elért sebességet v ;. =
(Vzig1 s Vyiy, )-8Yel, a helyet pedig r;,; = (ziy1, Yit1-gyel. A sebesség- és helykoordinatak a
fenti feltevéssel a

Vpsyy = Vs + 0,7 68 (12:21)
Vyips = Vg, + Gy, T, (1.2.22)
illetve az
Tiy1 =T + Eﬂizj——mil—r és (1.2.23)
Vy; + Uy,
Bk = i —tegtg (1.2.24)

egyenletekbdl hatarozhaték meg.

Az eljards egyszertien folytathaté, ha a kezdeti sebesség- és helykoordinatdk helyére
az (1.2.20)-(1.2.23) egyenletek alapjan meghatarozott r;,, és v;,, értékeket irjuk, és a
szamitast megismételjiik.

Erre a gondolatmenetre alapozva késziilt a kovetkez§ program is.

/* Turbo Pascal program hajitasi palya kiszamitasara */

/* a kozegellendllds figyelembevételével */

var v, vx, vy: real; /* sebesség és komponensei */
ax, ay: real; /* gyorsuldskomponensek */
tau, k, g: real;

begin

repeat
v:=sqrt(sqr(vx)+sqr(vy));
ax:=-k*v*vx; ay:=g-k*v*vy;
x:=x+vx*tautax*sqr(tau)/2;
y:=y+vy*tautay*sqr(tau)/2;
vx:=vx+ax*tau; vy:=vy-tay*tau;
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... abrazolas
until ...

end.

Az alkalmazott kozelitési médszer igen egyszeri, ezért akkor varhatunk jé eredményt,
ha viszonylag finom id&felbontéast (kicsiny 7 érték) alkalmazunk. Az egyenletrendszer ma-
gasabbrendii kozelitésekkel (Runge-Kutta-mddszerek) természetesen pontosabban is meg-
oldhaté.

HAJITAS KOZEGELLENALLASSAL
. ¥X=2@ vy=2@a

Az 1.2.6. abran az osszehasonlitast kedvéért az idealis parabolapélya, illetve a kozegel-
lenallassal fékezett pingpong- és futball-labda szamitégép rajzolta palyéja lathaté.
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