fizikal szemle
AZ EOTVOS LORAND FIZIKAI TARSULAT LAPJA
Alapitotta E6tvOs Lorand 1891-ben Mathematikai és Physikai Lapok néven

XXXVII. évfolyam 7.szam 1988. julius

A BROWN-MOZGAS SZAMITOGEPES
SZIMULACIOJA

HORVATH GABOR
ELTE, Alacsony HOmérsékleti Fizikai Tanszék

kulonlenyomat

271—275

HU ISSN 0015—- 3257

A BROWN-MOZGAS SZAMITOGEPES Horvath Gabor
SZIMULAC*OJA ELTE, Alacsony Hémérséklet Fizikai Tanszek
Bevezetés “random walking”-folyamatok, a diffuziolimitalt agg-

regacios (DLA) folyamatok:... stb. mind szoros Kap-
A természctben nagyon sok jelenség vezethetd csolutban vannak a Brown-mozgassal. Egy Brown-

vissza a véletlenszerd bolyongdsra, a Brown- mozgo részecske palydja jellegzetes frakidlszerkezetet
mozgasra. Az illat, a fist terjedése, a diffuzios jelen-  mutat [6]. B
ségek. a perkolacioval kapesolatos transzportfolyama- Manapsig igen felkapott és rendkiviil gyorsan fej-

tok, a koaguldcio, szedimentacio, gélképzddés, a 16d0 Kutatdsi irinyzat a fraktalszerkezeti jelenségek
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kutatasa. Hasonloan érdekes a DLA-ra visszavezet-
heté kolloidfizikai, kolloidkémiai s egyéb levalasi,
lecsapodasi effektusok problémdja. Mindezek kozos
alapja részben vagy egészben a Brown-mozgis
[1.6.7).

A Brown-mozgas aktudlis tehat napjaink fizikaja-
ban is, s mivel az oktatasnak most mar viszonylag
széles személyi szamitogéppark all rendelkezesére,
ezért semmi akadalya annak, hogy akdr Monte Carlo
szimulacidval a szamitogépen tanulmanyozhassa a di-
aksag ezt a fundamentalis bolyongdsi jelensegel.

Jelen cikkben a Brown-mozgassal kapcsolatban azt
a problémat targyaljuk, hogy egy véletlenszeriien bo-
lyongo részecske adott id6 elteltével varhatolag mek-
kora tavolsagra talalhatd kiindulasi pontjatol. Meg-
mutatjuk, hogy a kapott Einstein-Smoluchowski-féle
osszefliggést miként lehet egy, a szdmitogépes szimu-
lacidra alkalmasabb formara hozni, majd egy koénnyen
elvégezhetd szimuldcios algoritmusrol  szolunk,
mellyel a szamitogépen lehet igazolni a szoban forgo
osszefuggest. Ezzel az egyszer(i szimulacioval felsza-
badulhat a diaksag az aldl a faradsigos, sok tiirelmet.
kitartast igényl0 mikroszkopizald Kisérleti munka
alol, amivel annak idején Perrin igazolta az Einstein-
Smoluchowski-féle osszefiiggés helyességét. gy a
klasszikus Perrin-kisérlet egy modernebb, szamito-
gépre {ltetett szimulaciés (konnyen elvégezhet6)
formaban akarmelyik fizikai laboratériumi kurzusba
bevonulhat, s ott fontos didaktikai szerepet tolthet
be.

1. Az Einstein-Smoluchowski-féle osszefiiggeés

A Brown-mozgast 1827-ben Robert Brown angol
botanikus fedezte fol. Pardnyi élolényeket tanulma-
nyozott mikroszkoppal, s a vizsgdlt folyadékban 1évo
pollenek rendszertelen mozgasat figyelte meg. Mivel
nem él6lényekrdl volt szd, ezért sajatmozgasrol szo
sem lehetett. Az él6lények mozgasatdl szarmazo eset-
leges zavard hatds kiklisztbolése végett egy kvarcda-
rabkaban lévé vizzdrvanyban talalhato élettelen ré-
szecskéket vizsgalt, s ott is hasonlo statisztikus moz-
gast tapasztalt [2.3.4].

Einstein és Smoluchowski nevéhez flzodik a
Brown-mozgas elsé elméleti vizsgilata. Ok adtak
meg eldszor, hogy adott idg alatt milyen mértékben
tavolodik el a vizsgilt részecske a kiinduldsi helyétol.
Az ezen témaban folyd kutatasaik 1904 —1906-ban
folytak. A jelenséget Langevin is behatdan tanulma-
nyozta elméletileg, mig Perrin kisérletileg igazolta az
elméleti eredménvek helyességét [4].

Vizsgaljunk mi is egy r sugard, gomb alaki ré-
szecskét, mely a kdrnyezd specieszek kozott végez
bolyongast, Brown-mozgast. A bolyongas dtlagsebes-
ségét az ekviparticio tételének felhasznélasaval kap-
hatjuk:

i 3 1/ 3kT
— m¥= —kT .innen v=\/——, (1
2 2 m

ahol m a bolyongé részecske tomege, k a Boltzmann-
allando, T a homérséklet. A Brown-mozgo részecske
mozgasegyenletét a kovetkezd formaban irhatjuk fel:
d*r dr
F—h — .
de? dt
(2)-ben F szimbolizalja a bolyongast okozo véletlen-
szerti 10kdos6dést a kozeg specieszei altal, a jobboldal
maésodik tagja pedig a kozegbeli surlédasi erdt, mely
nem tul nagy sebességekre és nem til nagy bolyongo
részecskeméretre a sebeséggel aranyos, s vele ellen-
tétes iranyl. Ha (2)-t megszorozzuk r-al, s felhasznal-

(2)

m

juk a
d?r? dr ¥
MY g
dt? dt
kifejezést, majd atlagot képeziink (virial-tétel),
akkor a kovetkezot kapjuk:
1 d”<;"3\ hooafr2)
il <( )> <H>~—-—— . o (4)
Bevezelve a £(t) =d{r? /dt jeldlést, (4)-bbl kapjuk:
dé h 6kT
—+ — &= ) (5)
dt m m
Kozben felhasznaltuk (1)-et, valamint azt, hogy

(Fr) = (Fr-cos¢) =0, mert egyforma valosziniiséggel
fordul el6 ¢ és m— ¢, marpadig cos(m— ) = —cos ¢,
igy az atlagolé-kor az ellentétes elgjeld, dsszetartozd
tagok kiejtik egymast. Integralva (5)-6t kétszer,
kapjuk az{r?) idéfuggésére:

i e kT m
{D=ri+ —?-n——C-exp(—l/r), fi= e (6)

Ha kellben nagy meéretdi a bolyongd részecske a
kozeg specieszeihez képest, akkor alkalmazhat6 rd a
Stokes-torvény, mely szerint:
h=6mnr, (7
ahol r a Brown-mozgo részecske sugara, n a kozeg
viszkozitasa. Ha a 7 relaxacios idonél joval hosszabb
id6 telik el attol a pillanattdl, mikor a bolyongd ré-
szecskét elinditottuk, akkor (6)-ban az exponencialis
tag eltlinik; ha pedig a Brown- mozgé részecskét az
origobél inditottuk, akkor r,=0, igy (6), (7)-bdl
kapjuk az Finstein-Smoluchowski-féle dsszeftiggést:

()= i—— 1.

7

(8)

(8) tehat megadja a Brown-mozgd részecske eltavolo-
dasanak négyzetes atlagit az id6, a homérséklet, a
viszkozitas és a bolyongd részecske méretének flige-
vényében. Enskog Iorvenye szerint a viszkozitasi
egylitthatd gazban:
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n= ?.;’k.!)k.xk! (9)

ahol p, a kozeg slriisége. A a kdzeg specieszeinek
kozepes szabad tthossza. az dtlagsebességiik pedig

(1) alapjan:
[ 3kT

W= | ——= (1o
Yk my
A kozeg specieszeinek atlagos szabad uthossza:
mg
W T (1)
(‘T"\,-"Q.'.i"-f']‘f\.-'O],c
(8). (9). (10) és (11) felhasznalasaval végil 1s
kapjuk:
T L (12)

ahol R a gazallandd, M a kozeg moltomege.

2. A bolyongo részecske kozepes szabad tithossza

A szamitogépes szimulicié szempontjabol megfe-
lelébb, ha(r?)-ot nem az id6vel, hanem az litkozési
szammal fejezziik ki. Ehhez meg kell hatarozni a bo-
lyongd részecske kozepes szabad tthosszat. A Brown-
mozgo részecske Ket itkozes kozott tegyen meg atla-
gosan 1 utat. Ekkor az {itkozési id6: At=1/vHatid6
alatt n iitkozés zajlik le, akkor t=n-At, azaz (1) fel-

hasznalasaval

3RT

t=nl/v=nl (13)

Legyen a Brown-mozgd részecske helyvektora az
(n—1)-ik itkozés utan r,_;, az n-ik Utkdzés utan
pedig r,. Nyilvan _

ra=1+r, 1 (14)
(14)-et négyzetre emelve, s atlagot képezve

<rn3>:iz+<|-n?_l) +QT<rn_1-cosa}. (15)

(15)-ben a jobboldal harmadik tagja zérus, mert egy-

forma valé;szinﬁségge] fordulnak el6 az a és m— o ér-
tékparok. Igy tehdt

(rn2> =12+ <rn2-—l (16)

A (16) rekurzids egyenlet megoldasa:

(r2) =ro2+nl? . (17

De korabban mar megallapodtunk abban, hogy a bo-
lyongd részecskét az origobol inditjuk, azaz r,=0.

(12), (13) és (17) felhasznalasaval a bolyongd ré-
szecske kdzepes szabad Gthossza:

T Srf( \/?A_

(17). (18)-bdl végiil is megkapjuk a Brown-mozgo re-
szecske origotdl valo eltavolodasanak négyzetes atla-
gat az n Utkozési szam fluggvényében:

(18)

; 128riM
(= ——=—up (19)
9r*M
ahol tehat r, a kOzeg specieszeinek a sugara, r a bo-

lyongd részecske sugara, M, a kdzeg moltomege, M
pedig a Brown-mozgd részecskeée.

Ha képezziik a 7 relaxicids id6 és a At itkozési ido
hanyadosat, akkor azt kapjuk, hogy 7= At/2. Az eddi-
gick akkor érvényesek, ha teljesiil az n» 7/At=1/2
feltétel. Ez azonban mar néhany iitkozésre teljesul.
igv jogosan tekintettiink el (6)-ban az exponencidlis
tagtol.

3. Szamitogépes szimulacio

Dbmonstraciom ndgvon eg},szerﬁ pro;:ramm irha—
letbeli rcszucsket ms,gjclenm.mk valdhoi a kepcrnyon
s 1-t6] 4-ig egy egész véletlenszamot generdlunk. A
négy szam mindegyikéhez az E, D, K, NY iranyok
valamelyikét rendeljiik, s egy ciklus végeztével a ré-
szecskét a generalt iranyba mozditjuk el egy egység-
nyi szakasszal, majd Gjabb véletlenszamot genera-
lunk, s ezt ismételtetjitk a szamitogéppel. Ahol a bo-
lyongé részecske mdr jart, ott besotétitjiik a képer-
ny6t (egy pontot tesziink ki). Igy kirajzolodik a
Brown-mozgd részecske palydja. Mivel a bolyong0 ré-
szecske kiszaladhat a képerny6rél, ezért érdemes peri-
odikus hatarfeltételt alkalmazni, azaz ha K-re kifut a
részecske a képernydrél, akkor NY-on Gjra belépve,
folytathatja bolyongasat (és forditva), s hasonld érvé-
nyes az E-D iranyra is.

1. abrakon egy ilyen szimuldcio eredménye lathato.
Erdemes a szimulacios programot gépi kodban meg-
irni, mert igy roppant gyorssa tehetd a bolyongtatas.
Megfigyelhetd az 1. dbran a Brown-mozgo részecske
palyajanak jellegzetes fraktalszerkezete.

Ha a valosagot akarjuk szimulalni, akkor mar nem
elegendd az clébb emlitett egyszerl bolyongtatasi
program. Egy hairomdimenzios bolyongast a kovetke-
z6képpen lehet szimulalni: Véletlenszamgeneratorral
két szogértéket generalunk, melyek a bolyongé re-
szecske gombi szogei lesznek (O,¢). A részecskét
minden egyes ciklusban a (©,¢) iranyba Iéptetjiik a
(18) szerinti atlagos 1épéshosszal. Az Oy koordinatak
ekkor a kovetkezOk lesznek:

Xip1=x%;+1sin@-cose, y;;  =y;+1sin@ sing,

(20)
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zi+1=zi+icos(«).
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T3 s0 100 150 200 250 n

)

K=5
{. abra Szamitogepen szimulidlt kétdimenzios Brown-moveds frak-
lalszerkezetd képe

(20) alapjan meghatarozzuk a részecske origotol valéd
tavolsaganak négyzelél, s abrazoljuk az n lépésszam
(Utkozési szam) fuggvényében. Ha egy n=N |épés-
szamu bolyongast K-szor elvegeztetiink, akkor ké-
pezhetjik az eltavolodas négyzetes atlagat:

1 K
]=

A 2. arbran lathato K néhany értékére a futtatési ered-
mény. Az origbn atmend egyenes a (19) szerinti el-
méleti (r?)-n-fuggést mutatja. Ha a valésiagnak megfe-
lelé ry, r, M, M értékeket hasznilunk a futtatas
soran, akkor a természetet szimuldljuk a szami- k=10
togépen.
A 2/a. dbrén nem atlagoltunk, egvetlen részecske c
Brown-mozgasat figvelhetyjiitk meg (K=1). Jol lithatd "
a bolyongds véletlenszerd jellege; a részecske eltavo- : o R
lodasdanak négyzete meglehetésen eltér az elméleti at- Poe e
lagtol. A 2/b. abran mér 5 részecskére atlagoliunk., s 50 100 150 200 250 n
jol lithato, hogy az elmélet atlagtél valo eltérés mar
joval kisebb, mint az a. esetben. Még tobb részecské-
re atlagolva K=10, ill. K=50-re a 2/c.. ill. 2/d. dbran ® .
lathatdo az eredmény. Megfigyelhetd, hogy minél
tobb részecskére atlagolunk, a szimulicid eredménye
anndl jobban megkozeliti az elméleti atlagot, azaz ha
a futtatds eredményeként kapott{r?)-n gorbére a leg-
kisebb négyzetek modszerével egyenest illesztiink, il
akkor az illesziett egyenes K novekedéséval egyre . ;
inkabb az origdn megy dt és meredekséuc is egyre job- 50 100 150 200 250 n
ban megkozeliti a

«?

k=50

128riM

9r:M,
2. abra Szamitogépes szimulicioval n_vcr:(r‘)f'uggéﬁc 4z n lépés-

tleti értéket. 3. abrak rii Basi X- ool R : { ey ;
elméleti értéket. 3. dbrikon CEYSLE sic (Z szamtol kiilonbozo foku atlagolisokra. Az atlagolas szama: K.

Spektrum) program lathatd, mellyel a 2. dbra eredmé-
nyei megvalodsithatok. A folvionos vonal az elméleti [iggést mutatja
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3. abra

4. Az Avegadro-szam meghatarozasa a Brown-mozgas
alapjan

Az Avogadro-szamnak szdmos meghatarozasi
modja létezik [5]. (12) is lehetéséget ad az Avogadro-
szdm meghatarozasara, hiszen M,=Am,. Ha tehat
kisérietileg meghatarozzuk, hogy a Brown-mozgo ré-
szecske origotél valo eltdvolodasdnak négyzetes
atlaga hanyszorosa az eltelt idének, akkor az ardnyos-
sagi tényezdébdl, a T homérséklet és a kozeg specie-
szei tomegének ismeretében meghatarozhatjuk az A
Avogadro-szamot. Sajnos az is lathato, hogy a szami-
togépes szimulacio soran hasznalt (19) kifejezés alap-
jan nem lehet meghatédrozni az Avogadro-szamot,
mert az aranyossagi tényezobo! kiesik az A, ha
M=Am, M, =Am, helyettesitéssel éliink. A szdmi-
togépes szimulacionk legfoljebb csak igazolni tudja
azt, hogy az Avogadro-szam tényleg annyi, mint amit
mi betaplalunk M-mel vagy M-val. Tehat legfoljebb

azt tehetjilk meg, hogy M vagy M, értékét valahon-
nan, mas kisérleti eredménybdl vessziik s felbontva
M-et vagy M-t Am, ill. Am-ra, a futtatasi gorbére il-
lesztett egyenes meredekségébdl meghatarozhatjuk
az A-t. A valosagot akkor szimulaltuk jol, ha vissza-
kapjuk az Avogadro-szam helyes, valodi értékét. Igy,
ha kissé mesterkélt és burkolt formaban is, de szami-
togépes szimulacionk alapjan is meghatarozhato az
Avogadro-szam. A szamitogépes szimulacio valo-
saghliségének csak a hasznalt véletlenszamgenerator
azon tulajdonsaga szab korlatot, hogy mennyire kva-
zivéletlen szamokat general.

Ezuttal szeretnék koszonetet mondani Megyeri
Laszl6 fizikusnak (KFKI), aki az 1. abra gyors gene-
ralasahoz szitkséges gépi k6éda programot irta, s bo-
csatotta rendelkezésemre.
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